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感染症数理モデルの安定性解析
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Dynamicsofinfectiousdiseaseinvivoisdescribedbycoupleddiferentialequations.Stability
analysisofthecomplicatedsystemsisdimcultwithoutcomputercalculation,whilestabilityanalysis
is,ingeneral,importanttoinvestigatequalitativebehaviourofmodels･Liuanalyzesstabilityof
systemsdescribingHIVdynamicsinvivowithasymboliccalculationsoftware.Thesamemethod
isusedforstabilityanalysisofamathematicalmodelofmalaria.
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1 はじめに
HIV,マラリア,ウイルス性肝炎等の感染症の体内で
のダイナミクスを数理モデルで記述し,発病のメカニ
ズムや薬剤,ワクチンの効果等を明らかにしようとす
る研究が数多くなされてきている.
マラリアの数理モデルの代表的な研究には 【3】があ
り,彼らは一般的なウイルス感染症の基本数理モデル
に類似した3変数の数理モデルを提唱し,このモデル
はマラリアの数理モデルを考える上で基礎となってい
る.また,体液性免疫と細胞性免疫を考慮に入れたモデ
ルを提唱し,ワクチンの効果について議論している.
数理モデルの定性的なふるまいを調べるために,平
衡点の安定性を解析する必要がある.しかしこの安定
性の解析は,免疫を表す変数などを取り入れた多変数
の数理モデルにおいては計算が非常に複雑になり,辛
計算では安定性を示すのは困難である.
Liu【2】は免疫効果を考えたHIVの数理モデルの平
衡点の安定性を,数式処理ソフトMAPLEを使ってう
まく解析している.
そこで我々は数式処理ソフトMuPADを使って 【3]
の体液性免疫を取り入れたマラリアの数理モデルの平
衡点の安定性解析を試みる.
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2 HIVの基本数理モデル
この節ではHIVの数理モデルの中で最も単純な基
本数理モデルを紹介し,安定性について簡単に記述す
る.変数 x,y,Vはそれぞれ非感染細胞の密度,感染細
胞の密度,血中のウイルスの密度である.非感染細胞は
人の割合で生産され,dの割合で死ぬ.またウイルスと
接触することによって βの割合で感染する.感染細胞
はαの割合で破裂することによって死に,破裂すると
きに1つの感染細胞当たりk/a個のウイルスを放出す
る.このときx,y,Vは方程式系
?
? ?
?
?
?
?
- 入Idx-βxv
-βxv-ay
- ky-uv
に従う甘
この方程式系の平衡点は2つあり,1つめは感染がな
い状態を表す平衡点でHl-(A/d,0,0).2つめは感染
がある状態を表す平衡点でH2-(x',y暮.V'),ただし
x･=竿 ,y･-壁を二竺空 ,V*=型 些
βk'3 apk ' aPu
とする.基礎再生産率 Roは
入βk
R0--aud
となり,平衡点 HlはRo<1のとき漸近安息 平衡点
H2はR｡>1のとき第1象限に存在し,存在するとき
は常に漸近安定となる.
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3 Liuの論文の紹介
Liuは 【2]で 2節の基本数理モデルに免疫の効果を
付け加えたモデルの安定性解析を行なっている.その
モデルを下に示す.
??? ?? ?
?
??
?
- 入-dx-βxv
- βxv-ay-pyz
- ky-ut)
- cyz-bz
変数x,y,V,Zはそれぞれ非感染細胞の密度,感染細胞
の密度,血中のウイルスの密度,CTLの密度である.塞
本数理モデルと異なる所は,感染細胞が免疫細胞 Zに
よって殺され減少し,免疫細胞 Zは感染細胞との積に
比例して増え,bの割合で減少する点である.
この方程式系の平衡点は3つあり,1つめは感染が
ない状態を表す平衡点でXl-(A/a,0,0,0).2つめ
は感染はあるが免疫細胞が存在しない状態の平衡点で
x2-(♂,y',V',0),ただし,
x 事- 買 ,y*-埜 二竺更,V*-些 空 室aPk aPu
とする.平衡点 x2はRo>1のとき第 1象限に存在
する.3つめは感染が持続し免疫細胞も存在する平衡
点でX3-(i,9,i),2),ただし
Acu ^ b ^ kb
x = cud+βkb,y=~,V=-,
2 - 去[蓋 -ai cu
とする.平衡点 X3は
Ro,1･慧
のとき第 1象限に存在する.
次に平衡点の安定性であるが,Xl,x2については簡
単なので結果だけ示す.
平衡点 XlはR｡<1のとき漸近安定である.平衡
点 x2は
Ro<1+慧
を満たすとき漸近安定となる.平衡点X3の安定性は
非常に複雑で手計算では困難なので†Liuはパラメータ
をうまく置き換えて数式処理ソフトMAPLEを使って
解析している.その手法を紹介する前に準備として平
衡点の安定性を判定するための定理 ｢Routh_Hurwitz
の判定基準｣【4]を次に示す.
3.1 Routh-Hurwitzの判定基準
まず,定係数 n階線形常微分方程式
anxn+anll:rn-1+･-+al二r-0
は実係数のn次多項式
p(I)-anzn+an_1;n-1+･.,+ao
のすべての根が負の実部を持つとき漸近安定となる.
実係数の n次多項式
p(I)-anzn+anー 12m-1+- +ao(an>o)
のすべての根が負の実部をもつための必要十分条件は,
Lk-
α1 α0 0
α3 α2 ･ O
a･2k-1 a2k-12 ･ aL-
(k-1.2････,n)
(ただしi<0,またはi>nのときはa1-0)
とLkを定義したときに
D(Lk)>0(k-1,2.- ,n)
が成り立つことである.ただし.D(LLl)-detLL･と
する.
3.2 数式処理ソフトを用いた平衡点の安定性解析
3つめの平衡点X3-(i藩 i,三),ただし
.r
Acu
cud+Pkb'
? ? ?
Z -去[品
の安定性を解析する.
X3におけるヤコビ行列は
?
??
?
? ? ?
Lll. O
??〞 ??
?
〈 ㍍
?
?
??? 〞
?
?? ? ???
? ??
???
?
?
となる.ここでパラメータを次のように置き換える
d - ud,節 -ut～,.k-uk.a-Lka.
.り(､i.
J･'/ 'II' I･ 言m ･' ･ll･l
??
??
? ?
?〞 9(a+pJ.I)!' -u(6+q)
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この変換したパラメ-夕をヤコビ行列 Jに代入す 変数x,y,S,Tはそれぞれ非感染赤血球の密度,感染
ると 赤血球の密免 フリー メロゾイトの密嵐 メロゾイトに
?
??
??
??
??
? ?
?
? ?〜
?
?
ー
? ? ? 〞
? ? ? ? ? ?
? ?〜
〜 ?
??
となる.
ここでRouth-Hurwitzの判定基準の定理を使う.行
列式の計算は非常に複雑なのでLiuは数式処理ソフト
特異的に働くT細胞の密度である.
このモデルの平衡点は3つある.1つめは感染がな
いときの平衡点でYl-(A/FL,0,0,0)である.2つめ
はT細胞が存在せずに感染が持続する平衡点で,㌔ -
(豆,由,言,0).ただし,
d ～ 入-FL孟 _ αr宙
孟=所こ ち ,y=~㌃ ~-S=前巧言
MAPLEを使っている.我々は数式処理ソフトMuPAD とする･この平衡点は
を用いた.
3.1節の定理において,ここではan-1であるので,
D(Lk)>0(k-1,2,A..,n-1)
つまり
D(Ll)>0,D(L2)>0,D(L3)>0
が成り立っていれば平衡点X3は漸近安定ということ
になる.
MuPADを使ってD(Ll),D(L2)を計算すると両方
とも正であった.D(L3)は負の項が2つだけ出てきた･
この2つの項-BWゐk2qi),-BWk2q2石にはdが含ま
れていないのでd-0をD(L3)に代入するとk(a+q)
で因数分解でき,-BW丘k2q石が消え負の項は1つに
なる.
残った項の中にb2,B2W2k2q2という項があるので
これと-BWk2q2i)を組み合わせて
石2 - BWk2q2i)+B2W2k2q2
- (石一BWkq)2+BWkq>0
となりD(L3)>0も示せた.
よって平衡点X3は漸近安定となる.
4 マラリアの数理モデル
つぎにAndersoneta‖31によるマラリアの数理モ
デルを紹介し安定性を解析する.
3節のLiuのモデルでは細胞性免疫を考慮に入れて
いるが,次に示すモデルでは体液性免疫を考慮に入れ
ている.違いは免疫が感染細胞に効くのか,あるいは
抗原に効くのか,という点である_
?
?
??
?
?
? ? ?
?
- 入IFLX-βxs
- βxs-αy
- αry-ds-ノ鮎x-hsT
- TST-aT
r>1,(㍗-1)β入>〃d (1)
のとき第1象限に存在する.
3つめは感染が持続しT細胞が存在する平衡点で,
Y3-(♂,y*,S事,r).ただし,
x ･ - 諾 両 ,y*-票 x事,β雪
r - 去(β(r-1)x･-d)
とする.この平衡点は,r >0つまりβ(r-1)x事>d
を満たすとき第 1象限に存在する.
4.1 平衡点の安定性解析
感染がないときの平衡点 Yl-(A/p.0,0,0)におけ
るヤコピ行列は
?
??
?
?
㌔
?
?
?
?
???????
であり,その固有方程式は
(A+〟)(A+α)
〈A2+(α+d･箸)A･Qd･=0
αβ入(1-r)
となる.固有値の実部がすべて負のとき平衡点は漸近
安定となる.この方程式のすべての根の実部が負であ
るための条件は
α+a+坐 ,0,かつ αd.
〃
であるので,
αβ入(1-㍗)
(r11)OA<FLd
を満たすとき平衡点 Ylは漸近安定となる
>0
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2つめの平衡点 Y2は条件 (1)を満たすとき第1象
限に存在する.平衡点戦 におけるヤコビ行列は,-IL-βS～0 -β孟 0
βS- -α β孟 O
-βS～ αr -d-β丘 -h3-
0 0 0 1′S- a
であり,固有方程 式 は
(A + alTS-)(^3+(α+pf+d+FL+Ps-)^ 2
+ (αβ孟+dp+αIL+lLPi+βds-+凸ps-)A
+ αβds-)-0
この行列の固有方程式の計算,および平衡点の安定性
の判別は,非常にたくさんの項が出てきて複雑である.
そこでMuPADを使って計算すると Routh-Hurwitz
の判定基準を満たすための十分条件のうちの1つと
して
r>3,d>2α (2)
を求めることができた.したがってパラメータの値が
条件(2)を満たすときには3つめの平衡点は漸近安定
となる.ここで現実的なパラメータの値はr-16,d-
72,α-0.5であるので,この条件は現実的なパラメー
タの値を含む広い範囲である.
となる･ここでRouth-Hurwitzの判定基準より方程式 4.2 MuPADでの操作方法
^3 + (α+pi+d+FL+βS～)A2
+ (αβ孟+dFL+α〃+ILPi+βds-+αβS-)A
+ αβds--0
の根の実部はすべて負なので,A-TS--aが負のとき,
つまり
動r入(r-1)<a(aβr+TFL入)
を満たすときにこの平衡点は漸近安定となる.
3つめは感染が持続しT細胞が存在する平衡点で,
これをY3-(㌔,y',S',r)とおく.ただし,
x･ - 嘉 ,y書-壁 2.,5事7α
r - 去(β(r-1)x･-d)
である.この平衡点が第 1象限に存在するためには,
r >0つまりβ(r-1)x'>dが必要である.この平
衡点におけるヤコビ行列は
-JL-βS■
Ps'
-βLi'
0 -a.0= -d--p,SpT=X:'-hr -h:Os･)
となる･ここでU-hr -β(r-1)㌔ - a(>0)とお
くと,βが-(U+a)/(r-1).これをこのヤコビ行列
に代入LPs事-β′,,- r′+1,hs'- h′,Tr -
TU/h,7/h-7'と置き換えると
?
? ー? ?
?㌧
?
?㍗
? ? ? ??
㍗/
T'U o
ここでMuPADで行った操作を簡単に説明する.
～ 線形代数のパッケージ 1inalgをロードする ～
>>loadlib('linalg'.):export(linalg);
>> Mat:=Dom::Matrix();
～ 行列Jを定義する ～
>>∫:≡Mat([[-m-b,0,-(u+a)/r,0】,
lb,-a.(u+a)/r,0],
トb,a+(I+1),-(u+d)+(r+1)/r,-h],
[0,0,g*u,01]);
d+u
-b一m, 0, , O
r
d+u
b, -a, , O
r
-b,
0,
(a+u) (r+ 1)
a (r + 1),一一--- ----一一一一,-h
∫
O, gu, 0
～ 特性多項式を計算する ～
>>cp :=charpoly(I,t);
～ 特性多項式のi次の係数をC[i]とする ～
>>forifrom0to4doc[i】:=coeff(cp,t,i)
endーfor;
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～ Rolth-thrvitz行列を定義する ～
>>rh:=Mat(llcl1],cl0],0],lcl3],cl2],cl1]],
[0,C[4】,C[3]】]);
～ Rolth-Hurvit2:の1次の行列式 ～
>>cr[11:≡det(submatrix(rh,1..1,1..1));
～ Routh-Hurvitzの2次の行列式 ～
>>crl2】:≡det(submatrix(rh,1‥2,1..2));
～ Routh-Hurvitzの3次の行列式 ～
>>crl3]:=det(subnatrix(rh,1..3,1..3));
5 考蕪および結論
この論文ではL叫2】の数式処理ソフトを使った平衡
点の安定性解析の方法を紹介した.この方法はパラメー
タをうまく置き換えRのuth-Hurwitzの判定基準により
安定性を判定する方法で,複雑なシステムに対して非
常に有益な方法である.
そしてその方法をマラリアの数理モデルの平衡点の
安定性解析に応用した.平衡点 Y3の安定性解析は複
雑であり無条件に安定であることは示せなかったが,現
実的なパラメータの値を含む十分広いパラメータの範
囲では平衡点Y3が漸近安定になることが示された.ま
たこの平衡点が無条件に安定であるか否かに関する解
析は今後の課題である.
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